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Il - TRIANGULOS E POLIGONOS CONVEXOS

Il . 1) DEFINICAO E ELEMENTOS : Todo poligono de trés lados é

chamaddriangulo . Observe os elementos de um triangulo pela
figura a seguir :

- Vértices: A,B e C ;
_ Lados : AB ,Eea :
—. Angulos internos : medidas indicadas por a,b e c;

. Angulos externos :medidas indicadas por x,y e z.

Il . 2) CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dois triangulos sdo congruentes , ou seja , sa@mmente do mes-
mo tamanho se, e somente se

- Possuirem os angulos internos correspondentesumongs e
- Possuirem os lados correspondentes congruentes .
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Na figura anterior , 0s elementos correspatels congruentes foram
assinalados com o mesmo sinal , ou seja

- angulos internos : A=A" ,B=B'e C=C

—~Lados: AB=AB , BC=BC e CA=CA

Existem condicdes minimas para que dois triangadgsm congruentes ,
Sao 0s quatro casos de congruéncia de triangplesentados a seguir :
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EXEMPLO: Mostrar que , se um ponto pertence a bissetriza angulo,
entéo , ele é equidistante dos lados do angulo .
—> —> —>
Seja o angulo de lados OA e OBa $®C a bissetriz de AOB
e seja P um ponto pertencente a bissetriz d& Aleja a figura :

1°) Como PE e Pl sao as distancias de P aos thwlangulo , temos
que PEO=PIO=9p

_> A ~ ~
2) Como OC ¢é bissetrizde AOB , temos que BP®BI ;
F) Considerando ainda que OP é lado comum @mgwios POE e

POI , entdos esses triangulos séo centgs pelo caso LAA Logo
PE =PI, ou seja, P é equidistantdalss do angulo .



lIl.3) Qutros elementos do Triangulo:

a) Altura : Distancia de um vértice ao lado oposto .O ponterdmntro
das trés alturas de um tridangulo € o seu OrtoweMeja figura mais
adiante .

b) Bissetriz Interna : Segmento que divide um angulo interno ao meio .
O ponto de encontro das trés bissetritesnos é o_Incentrgue é
também o centro da circunferéncia ingard triangulo . Veja figura
mais adiante .

c) Mediana : Segmento que une um vértice ao ponto medidado
oposto a esse veértice . O ponto de drxdas trés medianas € cha-
mado_baricentroVeja figura mais adiante .

d) Mediatrizes do lado : E a reta perpendicular a um lado , passando
pelo seu ponto médio . O ponto de enoatds trés mediatrizes € o
circuncentroque € também o centro da circunferéncia qeaéne
o triangulo . Veja figura a sequir .
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Exercicios Propostos :
1) Um triangulo é isosceles quando tém dois ladosro@mges . Mostrar
gue no triangulo isésceles

a) os angulos da base sdo congruentes ;
b) a bissetriz interna do angulo opostosel#a, ao mesmo tempo , al-
tura e mediana relativa a base;

2) Um triangulo é equilatero quando tem os trés ladogruentes. Mos —
trar que , no triangulo equilatero todosiwogulos internos tém a mes —
ma medida .

3) Um tridangulo que possui um angulo reto € chamadoériédngulo Re —
tangulo . Os lados que formam o angulo &0 chamados de catetos
e o lado oposto ao angulo reto é chamaddigttenusa . Justifique as
seguintes proposicgoes :

a) Se dois triangulos retangulos possuers c@&etos respectivamente
congruentes , entao esses triangulos@é&yruentes ;




b) Se dois triangulos retangulos possugmcateto e um angulo agu-
do formado por esse cateto respectimégmsongruentes,entao esses
triangulos sdo congruentes ;

c) Se dois triangulos retangulos possuencateto e um angulo agu —
do oposto a esse cateto respectiviEmeongruentes , entdo esses
triangulos sé&o congruentes ;

d) Se dois triangulos retangulos possuéimpaenusa e um cateto res-
pectivamente congruentes , entdo é¢sdagulos sdo congruentes .

Il . 4) CONDICOES DE EXISTENCIA DE UM TRIANGULO

Se trés segmentos de medidash e ¢ sao lados de um trian-
gulo , entdo deveremos ter

) a+b>c , a+tc>b e b+c>a
Ala-bl <c |Ja-cl <b el|b-c| <a

Exercicios de Fixacao

1) (UFOP — Ouro Preto/MG) - Os lados de um triangulo escaleno séo
nameros inteiros e um deles mede 4 e o outrdSera. terceiro lado
mede , calcule a soma dos valores possiveis de

2) (UFMG ) —Num triangulo , dois lados medem 3 e 7 . Se a naediid
terceiro lado pertence ao conjunto X =824 ,5, 10}, quanto me-
de ele ?

3) (UFGO) —Se dois lados de um triangulo medem , respectiviamen
3dm e 4 dm, quais sao as possibilisla@emedida do terceiro la-
do ?

4) Se trés segmentos de medidas iguaisa 5cmm, 8 @ + 3 cm sédo

os lados de um triangulo , quais sdo awrgalpossiveis de a ?

5) Num mapa, trés cidades ocupam posicoes tais&mp estdo sobre
uma mesma reta . Essas cidades , desgnpor A, B e C estao
posicionadas de tal modo que AB =40&nMBC =70 km . Se a dis-
tancia entre as cidades A e C é damtaupn multiplo de todos os
nameros do conjunto{2,3,4,5,1®, 12,15, 20}, que distan-
cia é essa ?

Respostas 1) 38 2)5 3) mais do que 1 dm e menos do que 7 dm
4)0 <a<105) 60 km



III.5) DESIGUALDADES ENTRE LADOS E ANGULOS DO
TRIANGULO:

Num tridangulo , os maiores lados se opdéem ao mai
ores angulos e os menores lados se opbem aos megno-
res angulos .

SE AC<AB<BC>» b<cx<a

Exercicio de fixacéo :

Em cada caso a seguir , sdo dadas as medidasgldesaou dos lados de
um trangulo . No primeiro caso , escreva ,em ordescente de tamanho
os lados e, no segundo caso , faga 0 mesmoosoamgulos internos :

a) Triangulo AOE , onde AO=4cm,OE=3cnkA=2cm;

b) Triangulo AEU , onde AE57 cm ,EU=2cm e UA=5cm;

c) Triangulo AEI , onde AEI =35 EIA=70 e IAE =73;

d) Triangulo OIA , onde AOI =27 OAI=77 e OIA=76;

e) Triangulo ABC , representado a seguir :

Respostas: a) EOA<EAO<AEO b) EAU<EUA<UEA c) AI<AE<EI
d) AI<OI<AO e)AB<AC<BC



Il . 6) PROPRIEDADES ANGULARES DOS TRIANGULOS :

Na figura a seguir , s&o representado8rgilos internosa , be
ce os angulos externos x , gz de um trianguloABC .

Pode-se provar que:

1°) a+b+c=180

2) x+y+2z=2360

3 x=b+c;y=a+c e z=a+b

Em geral , num triangulo

19 A SOMA DOS ANGULOS INTERNOS VALE 180° ;

29) A SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS VALE 360° ;

3% QUALQUER ANGULO EXTERNO E A SOMA DE DOIS
ANGULOS INTERNOS QUE NAO LHE SEJAM ADJACEN-
TES (vizinhos) .

EXEMPLOS:

1) Provar as trés propriedades enunciadamac
Consideremos a figura abaixo :
A




Tracemos a reta, pelo vérticeA , paralela ao ladd®C :

1% Os angulos de medidas e ¢ sdo alternos internos assim como
os de medidas e b. Entdiom=c e n=Db;logo m+tatn=a +
+b+c = 180

29 Considere agora a figura a sequir :

A
z a

C y
C B

a) Pela figura , temos qua+a=180 = a=180-x e jA pro-
vamos qua + b + ¢ =180, ou seja (18¢F —x) + b + ¢ = 180.
Isolando x , teremos enfimquex =b + C;

b) Pela figura , temos qug + b=180 = b=180-y e ja pro-
vamos qua + b +c¢ =180, ousejaa+ (180 -y) +c=180.
Isolandoy , teremos enfimmquey =a + c;

c) Pela figura , temos queg +¢c =180 = c¢=180-2z e ja pro-
vamos qua+b+c=180,ousejaa+b+ (186-2) =180.
Isolando z , teremos enfimquez =a +b.

3% Comoa=180-x ,b=180-y, c=180-z e a+b+c=
= 180, podemos escrever qu#8cd —x) + (180 —-y) + (186-
-z) = 180.Entdo x+y +z=360.



2) (PUC — SP) -Calcular a soma dos angulos de vértices A , BDCe,
E , assinalados na figura abaixo :

A

<1

Assinalemos alguns angulos auxiliasefigura :

1% Observemos que o poligono central € um penta(oiados) . A
soma dos angulos internos desse paligmde ser calculada do se-
guinte modo : Tracando todas as diagode um mesmo veértice ,
teremos trés triangulos (veja figarseguir) . Como , em cada tri-
angulo , a soma dos angulos internt80d logo , a soma dos an —
gulos internos do pentagono sera ®° £8540 .
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2) Cada ponta da estrela na figura dada é um tri@rmmnde os angu —
los internos do pentagono sdo angeMternos dos triangulos . En-
tdo , temos :
n=x+A,o0=y+B,p=z+C,q=t+Dem=n+E
Somando , membro a membro , as equacfes acinesnaer.

n+o+p+q+m =x+y+z+t+n+A+B+&€D+E

De ondeA+B+C+D+E = 540 - 360 = 180 .

OBSERVACOES :

12) A soma dos angulos internos de qualquer poligongexo pode ser
calculada como fizemos com o pentagono . Naaderdgquando tracamos
cada diagonal de um mesmo vértice , determinamoiangulo . Como
os dois vertices vizinhos ndo podem ser ligggois ndo determinariam
diagonais) , se o poligono tem vértices , temo entan — 2triangulos .
Entdo , para esse poligono , terenf§s= 180 . (n — 2).

2%) A soma dos angulos externos de qualquer poligono conge3ag ,
pois , em todo poligono convexo , um angulerimd é suplementar do
externo seu vizinho . Entdo , para cada vettieeemos uma soma do ti-
po i+e =180, ondei é a medida de um angulo intern@eé a me-
dida do externo seu vizinho . Somando essa&gjuacdes , membro a
membro , teremos :

Soma dos internos + Soma dos externos = 280 , ou seja
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18C°. (n—-2) + Soma dos externos = 180 de onde tiramos que

aSoma dos externos é igual a 360

3%) Um poligono convexo é regular , quando todosas fados tém a
mesma medida e todos 0s seus angulos internas té@sma medida .En-
tdo , podemos dizer que

18C° (n - 2)
—

b) Cada angulo externo de um poligonolegguE,, = ? :

a) Cada angulo interno de um poligonoleegul,, =

Em ambos os casos € o nimero de lados do poligono convexo .

4% O numero de diagonais de um poligono convexgbde ser calcula-
n(n-23)

do pela relaca®, = . Uma justificativa para essa relacdo € o

seguinte fato : Toda diagonal é determanaela unido de dois veérti —
ces nao vizinhos no poligono . Entdo acakftice € unido a todos os
outros , exceto trés (os dois vizinhospeaprio vértice) . Logo , os n
Vétices se unem aos outros n-3 vertibdss. esse processo considera
cada diagonal duas vezes (p. ex. AB = B#9r isso divide-se o re —
sultado por dois .

Exercicios de Fixacao :

1) Em cada caso a seguir , sdo dadas algumas medidagualos de um
triangulo . Calcule o que se pede .
a) Se dois angulos internos medef €327 , quanto mede o outro ?
b) Se dois angulos internos medenil32e 7645’ , quanto mede o
outro ?
c) Se o triangulo é isésceles com angustupa base medindo 47
guanto medem os outros dois ?
d) Se o triangulo é equilatero , qguanto medeus angulos internos ?
e) Se o triangulo é equilatero , quanto medeus angulos externos ?
f) Se dois angulos externos medem®14.0100 , quanto mede o an-
gulo interno n&o adjacente a essesfado
2) Se os angulos internos de um triangulo tém suaglaedadas pelas
expressoes 2x -°1x + 35 e 3x -8, qual é o valor de x ?
3) Dois angulos internos de um triangulo tém suaddasdiadas pelas
expressoes 3a -°12 5a + 1% e o externo ndo adjacente a eles me-
de 163. Quais sdo as medidas dos angulos internos ttéssgulo ?
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4) Os trés angulos externos de um triangulo meden¥ I , 6x e
4x + 10. Quanto medem os angulos internos desse triarigulo

5) Num triangulo ABC , os angulos internos com végiem A e C tém
suas medidas dadas, respectivamente ,@qlasssoes 2a e 2b. Se
0 angulo externo com vértice em B med# &3a - b = 1%, calcule
osvaloresde a e b.

6) Calcule os angulos da base de um triangulo isGs¢shkbendo-se que
cada um deles vale o dobro do angulo diceer

7) Em um tridngulo , um dos angulos internos medeGalcule a medi-
da do angulo agudo formado pelas bissstdns outros dois angulos
do triangulo .

8) Na figura , sabe-se que AB = AC = CD . Calculerxfancéo de y .

A

D
C
9) Na figura, calcule x emfuncao de m e n dsehE = AF .
A
F
m nr

B C D
10) Na figura, OB =0C =BC e AB = AC. Calcule em graus .
A
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11) Na figura , AD é uma bissetriz interna do triangdB®C . Calcu-
le os angulos internos do triangABC .

A

108
B C
D
12) O triangulo ABC da figura é retangulo em A . AHaltura e AD
€ bissetriz interna . Calcule ogldos de vértices B e C, saben-
do que a medida do angulo HADuaig a 25.
A

B HD C

13) Na figura, Ol e El sao, respectivamente asehizes dos
angulos AOE e AED . e+ =75, calculep .

A

0 E D

14) Num triangulo ABC , a altura AH forma com a bisgeinterna AP
um angulo de 18as bissetrizes internas que saem dos vértices B
C formam um angulo de £3@uanto mede o maior angulo do tri —
angulo ABC ?



14

15) Calcular o valor de x , de acordo com os daddgydea :

%60 4% X

B C D
16) Calcular a soma dos angulos de vértices A,B,Ce&lRE assinala-
dos na figura :

A

17) (UFMG) —Quanto medem os angulaese 3 da figura ?
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18) (PUC — MG) - Obtenha x em funcao de ,3 ey nafigura:

Yo oy

19) (PUC — MG) - Num triangulo ABC , os angulos internos de vérti-
ces B e C medem, respectivamente’ e620 . Calcule a medida
do complemento do angulo formado peladtriz interna e pela al-
tura que partem do vértice A .

20) (UFMG) — Em um triangulo ABC , o angulo interno de vértide
medeg radianos . Calcule , em radianos , a medida daléara-

gudo formado pelas bissetrizes intedwssangulos de vértices B e
C.
21) (UFMG) —No triangulo ABC , o angulo interno de vértice Cdme

71 . . .. - L,
o radianos e a bissetriz interna do angulo de eAicorta o lado

BC no ponto D, tal que AD = DC . Qtamede o angulo interno
de vértice B ?
22) Calcule o numero de diagonais de um
a) Octoégono .
b) Dodecagono .
c) poligono de 3n lados .
d) poligono de n - 3 lados .

23) Que poligono convexo tem o0 niumero de diagonaid guaumero
de lados ?

24) A diferenca entre os numeros de lados de doisgubig convexos
é 5 e a diferenca entre os numerosadmdais é 40 . Que poligo —
nos sao esses ?

25) As medidas dos angulos internos de um pentagonexgorsao da-
das por x, x+ 1x-20°, 2x e x+30. Quanto mede o maior dos
angulos ?
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26) Quanto mede cada angulo interno de um dodecagguotare?

27) A diferenca entre a medida do angulo interno e extierno de um
poligono regular é 120Que poligono é esse ?

28) Se AB,BC,CD e DE séao quatro lados conseasitile um ico-
sagono regular e os prolongamentodattus AB e DE cortam-se
no ponto | . Calcular o angulo BID .

29) (PUC — MG) —A diferenca entre o numero de lados de dois poli —
gonos é 4, e adiferenca entre o namero de disgonais € 26 .
Quais sdo os numeros de lados destigepos ?

30) Os numeros de lados de dois poligonos convexogas@s conse —
cutivos e um deles possui 11 diagoaanais que o outro . Calcu -
le a soma dos numeros de lados desdigenos .

31) No poligono convexo ABCDE... , as bissetrizes dapids inter-
nos de vértices A e C formam umudm que é a quarta parte do
angulo interno . Que poligono é ésse

32) Determinar o poligono regular em que o angoitmédo pelas
mediatrizes de dois lados conseostimede 30.

33) Em que poligono convexo as bissetrizes de doisl@guernos
de vértices consecutivos formaméamgulo de 45.

Respostas 1)a) 90 b) 7 c) 6630' d) 60 e) 120 f) 3¢ 2) 26°40’
3)48 , 118 e 17 4) 30°,60e 90 5) a=40e b =258 6)60° 7)65°

8)x =3y 9) x=""" 10)12° 11) 60°, 78 e 42 12)70° e 20 resp.
13) 25° 14) 8¢° 15) 120° 16) 360° 17) 20 e 20 18) x=y-a - B

19)7¢° 20)37” 21) 2 rad 22) a) 20 b) 54 c)9(”2‘ ) (”‘3)2(”‘6)
23) pentagono 24) heptagono e dodecagon?bs) 163 20° 26) 150°
27)dodecagono regula8) 126’ 29)6 e 10 30)14 31) poligono de 18

lados 32)dodecagono regulaB3)octdgono regular .




